
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکزات پیش اس آسمونۺ
 ظوي آرسٍی هَفمیت ثزای ضوب داٍؼلت گزاهی، خَاّطوٌذ است ثِ ًىبت سیز دلیمبً تَخِ فزهبییذ:

 است. ساعت ۴ٍ ٍلت آى  سؤال ۹تؼذاد سؤالات ایي آسهَى 

ضَد ًبم ٍ ًبم خبًَادگی خَد را حتوبً ثٌَیسیذ.ثز رٍی ّز ثزگِ پیص ًَیس وِ ثِ ضوب دادُ هی 

 ای ًٌَیسیذ.ثبلای پبسخٌبهِ غیز اس خَاة سؤالات ّیچ ػلاهت یب ػجبرت هطخصِ يیچخػدر سیز 

آٍری ًوبیذ.را هلاحظِ ٍ خوغ ّبآىتب هسئَل هزثَغ ثتَاًذ  ذیدارًگِی خَد را در دستزس ٍ وبرًبهِ ًبهِیهؼزف 

 ًجبضذ، هدبس است. یشیرثزًبهِلبثلهٌْذسی وِ  حسبةيیهبضاستفبدُ اس 

ثِ ّز ضىل وِ ثبضٌذ، هدبس ًیست. ّبآلوبًبنّب ٍ ّبی ًدَهی، اؼلساستفبدُ اس خذٍل 

ضَد. لذا آى را لجل اس ضزٍع آسهَى ثِ ف هحسَة هیٌّگبم آسهَى ّوزاُ داضتي تلفي ّوزاُ )خبهَش یب رٍضي( تخل

 هسئَل حَسُ تحَیل دّیذ.

 اػلام خَاّذ ضذ. خزدادهبًُتبیح ایي آسهَى در اٍاخز 

ِاست. ضذُِیتْ کامبیز خالقیی تطزیحی ایي آسهَى تَسػ آلبی پبسخٌبه 

 

 سوالات به همراه پاسخ تستیدفترچه 
 دوممرحله 

 ۱۳69سال  ریاضیی المپیاد دوره هشتمین
 

 تذکزات آسمونۺ

 پژٍُ گزاهی، خَاّطوٌذ است لجل اس پبسخ ثِ سؤالات آسهَى ثِ هَارد سیز تَخِ وٌیذ:ظوي آرسٍی هَفمیت ثزای ضوب داًص

 است.دقیقه  ۱۲۰ٍ ٍلت آى  ی تشزیحیمسأله ۶ایي آسهَى ضبهل 

حسبة در ایي آسهَى غیز هدبس است.استفبدُ اس هبضیي 

 ویستّوزاُ داضتي تلفي ّوزاُ )حتی خبهَش( در ؼَل سهبى آسهَى هدبس. 

ی سؤالات را ثب خَد ثجزًذ وِ تب پبیبى آسهَى در خلسِ حعَر داضتِ ثبضٌذ.تَاًٌذ دفتزچِ فمػ داٍؼلجبًی هی 

 اًدبم ضذُ است.ی اجرایی ماخ کمیتهاًتطبر ٍ ثبستَلیذ ایي سَالات تَسػ 

 

 

 

 حساب مجاس ویست.استفاده اس ماشیه

-                                  ۶                                      ۱۲۰ 
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 ۱۳۶۹سال                          ۸دوم دوره مزحله 

 ی المپیاد ریاضی دورهی دوم هشتمیه  های مزحلهمسأله

 ۱۳۶۹ماه  آموسان کشور، بهمه داوش

 

 لؽغ  M ،N ،P  ٍQرا ثِ تزتیت در ًمبغ  AB ،BC ،CD  ٍDAخؽَغ  ضذُ است، خػ  دادُ ABCDالاظلاع  هتَاسی       -1

 ثٌبهین، ثبثت وٌیذ وِ  Sرا  AD  ٍBPٍ هحل ثزخَرد  Rرا  AB  ٍDNوٌذ. اگز هحل ثزخَرد  هی            

RS ||  

 

 ی سیز را ثِ دست آٍریذ.ی سیبلِ ّبی صحیح هؼبدلِ خَاة       -2

x x x x y( )( )2 2 22 2 1  
 

nثبثت وٌیذ ثِ اسای ّز  الف(       -3  دارین 1

n
...

2 2 2

1 1 1
1 2

2 3
  

Xی  ة( ثزای هدوَػِ n{, , ,..., }1 2 nوِ در آى  3 را  Xّبی ًبتْی  ، سیزهدوَػ1ِ
k
A ،k m( , , ,..., )1 2 ًبهین.  هی 3

nm)ثذیْی است وِ  2 ی  ظزة توبم ػعَّبی هدوَػِ (. اگز حبصل1
k
A  را ثب

k
a ًِطبى دّین ثبثت وٌیذ و 

m m

i j i

n
a j21 1

1
2 1  

 

ABصَرت  اًذ، در چِ هـحـبغ Rای ثِ ضؼبع  گیزین وِ در دایزُ را در ًظز هی ABCّبی  هثلث  هدوَػِ        -4 AC BC2 2 2  

هحبغ  Rای ثِ ضؼبع  را در وزُ ABCDّبی  ی چْبرٍخْی هبوشیون است؟ ایي هبوشیون را حسبة وٌیذ. ّوچٌیي هدوَػِ           

ّب هبوشیون است؟ ایي هبوشیون را ًیش هحبسجِ وٌیذ ٍ ثبثت وٌیذ در  یبل آى 6گیزین؛ در چِ صَرت هدوَع هزثؼبت  ثبضٌذ در ًظز هی

 ایي حبلت ٍخَُ ثبّن ثزاثزًذ.

 

 

 

C 

R 

M B A 

D 

Q 

S 

P 

  

N 



 
 

۳ 
 

 

 

 ۱۳۶۹سال                      ۸دوره  دوممزحله 

xی  بدلِـؼـی هِ ـطـری اگز        -5 x3 5 3 0  ٍf(x) ِای ثب ظزایت گَیب ثبضذ، ًطبى دّیذ وِ ّزگبُ ]اگز[  یه چٌذخول 

    f ( fی سَم ثبلا ثبضذ، آًگبُ  ی درخِ ی هؼبدلِ ریطِ ( f( (  ی هؼبدلِ خَاّذ ثَد. ًیش ریطِ ((

 

5خَاّین سهیٌی هستؽیل ثِ اثؼبد  هی       -6  پذیز  ل اهىبىـوـي ػـّبیی ثِ اضىبل سیز فزش وٌین. ًطبى دّیذ ای را ثب هَساییه 137

 ًیست.            

 «ّب ثِ ظلغ ٍاحذ است. در پٌح ضىل فَق ّز یه اس هزثغ»
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 ۱۳۶۹سال                          ۸دوم دوره مزحله 

 ی المپیاد ریاضی دورهی دوم هشتمیه  حل مسأله های مزحله

 ۱۳۶۹ماه  داوش آموسان کشور، بهمه

 

 دّین؛ خَاّین داضت  لؽغ هی DNR  ٍBPSّبی  را ثب هَرة AMQهثلث        -1

RA NM DQ SA PQ BM

RM NQ DA SQ PM BA
,1 1   

 ضَد ّب ًتیدِ هی ٍ اس هسبٍی لزار دادى آى

(1                                      )
RA NM DQ SA PQ BM

RM NQ DA SQ PM BA
 

 ، پسٍ  چَى 

(2                                                         )

NM BM

NQ BA
DQ PQ

DA PM

  

( خَاّین داضت 2( ٍ )1ی ) اس همبیسِ
RA SA

RM SQ
RSیؼٌی   || . 

 

yثذٍى ایٌىِ اس ولیت هسألِ وبستِ ضَد        -2  گیزین. هی  0

xحبل اگز لزار دّین          X  خَاّین داضت  1

                              X X X y( )( )2 2 21 1   

                                                  
X X X X

X X y2 2 21 1
2 2 2 2

  

                                                  
X

X y X X
2

2 2 23
1

2 4
  

Xثب تَخِ ثِ ایٌىِ  X23
1 0

4
پس  

X
X y2

2
گیزین وِ  ٍ ًتیدِ هی 

X
y X 2 1

0
2 2

  (y  ػذد

 صحیح است(. ثٌبثزایي، 

X x
y X X X

2
2 4 3 21

2 4 2
  

 y X X( )2 2 2 3  

Xدرًتیدِ  X2 2 3 X1پس   0 وٌذ.  ی فَق صذق هیی سیبلِ در هؼبدلِ  =0X,  -1,  3ٍ ثٌبثزایي فمػ   3

 پس

 4 ،1 ،0 x= 

y , ,1 1 11   

 

BN AQDP AB
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 ۱۳۶۹سال                      ۸دوره  دوممزحله 

 الف( دارین       -3

 k
k kk

( )
( )2

1 1
1

1
  

n n

k k k kk ( )2
2 2

1 1
1

  

n n

k k k kk ( )2
2 2

1 1
1 1

1
 

 پس
n n

k k k kk22 2

1 1 1
1

1
 

 پس
n

k nk21

1 1
2 

 ثٌبثزایي
n

k k
2

1

1
2 

ة( اسآًدبوِ 
m

i i
a1

1
ی  هدوَع ّوِ 

i
x A
x/ ( وِ در  ی وسزّبیی ثِ ضىل  ّبست، پس ّوِ  1(

گًَِ ضوزد وِ ثگَیین ّز  تَاى ایي اػذاد را ایي ضًَذ. هی ّستٌذ، در آى ظبّز هی Xی  ّب اػعبی هختلف هدوَػِّب  آى

i n1  ضَد وِ ثبػث ظزة ضذى ّز  یب ظبّز هیi هدوَع لجلی را ،
i

1
1

 
وٌذ؛ الجتِ ثب ایي رٍش هب  ثزاثز هی 

 ضوبرین وِ ثبیذ اس هدوَع ول ون ضَد. پس دارین را ًیش هی 1ای در هخزج ًجبضذ یؼٌی iحبلتی را وِ ّیچ 

 
m
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a n
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1
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1 1 1 1

1 2
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...

2 3 4 1
1

1 2 3
 

                                                            
n

n
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1
1                                              

 چَى 
m

j j
2

1

1
2 ٍ

m

j i

n
a1

1
 پس  

m m

j i i

n
a j21 1

1
2 1 
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 ۱۳۶۹سال                          ۸دوم دوره مزحله 

 ی هثلث ثبضذ، آًگبُ ی دلخَاّی در صفحِ ًمؽِ Pاگز          -4

 
AB AC BC

PA PB PC PG
2 2 2

2 2 2 23
3

  

 ثگیزین،  Oّبست. حبل اگز هزوش دایزُ را  هحل تلالی هیبًِ Gوِ 

OA OB OC OG AB AC BC2 2 2 2 2 2 21
3

3
  

ABثذیْی است وِ  AC BC2 2 ّب هٌؽجك ثبضذ.  یؼٌی هزوش دایزُ ثز هحل تلالی هیبًِ =0OGٍلتی هبوشیون است وِ  2

 پس

OA OB OC R AB AC BC R2 2 2 2 2 2 2 23 9 
 یه چْبرٍخْی دلخَاُ ثبضذ، آًگبُ  ABCDای دلخَاُ در فعب ٍ  ًمؽِ Pّوچٌیي اگز 

         PA PB PC PD2 2 2 2   

PG AB AC AD BD BC CD( )2 2 2 2 2 2 21
4

4
 

 هزوش وزُ اختیبر ضَد،  Pدرًتیدِ اگز 

X A B C D X Y A B C D

OX OG XY
{ , , , } , { , , , }

2 2 21
4

   

 یب

 

X Y A B C D

R OG XY
, { , , , }

2 2 21
4 4

4
ٍلتی همذار   

X Y A B C D

XY
, { , , , }

OG2هبوشیون است وِ 2
 هیٌیون ثبضذ یؼٌی   

G  ثزO  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

XYهٌؽجك ثبضذ. پس ثبیذ هزوش ثمل چْبرٍخْی ثز هزوش وزُ هٌؽجك گزدد. در ایي صَرت هبوشیون  خَاّذ   R216ثزاثز  2

 ثَد.
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 ۱۳۶۹سال                      ۸دوره  دوممزحله 

E  ٍF ّبی  را ٍسػBC  ٍAD داًین وِ  گیزین. هی هیO  ٍسػEF ّبی  است. چَى هثلثBOC  ٍAOD اًذ  السبلیي هتسبٍی

ثزاثزًذ. پس  OEC  ٍOFDی  الشاٍیِ ّب ّستٌذ ًیش ثزاثزًذ؛ درًتیدِ، دٍ هثلث لبئن ّبی آى ّبی ًظیز لبػذُ ارتفبع OE  ٍOFپس 

CE = DF  یؼٌیBC = DAدیگز ٍخَُ ثبّن ثزاثزًذ. ػجبرت رٍ ثزاثزًذ ٍ ثِ ّبی رٍثِ . پس یبل 

 

xی  هؼبدلِ       -5 x3 5 3   ای ثب ظزایت گَیب ٍ ر ّیچ هؼبدلِد تدشیِ ًیست. درًتیدِ،  ی گَیب ًذارد پس لبثلِ ـریط  0

 ی  صبدق ًخَاّذ ثَد. حبل اگز هؼبدلِ 3ی ووتز اس  درخِ         

f x f x( ) ( )3 5 3 0   
 ریطِ ایي هؼبدلِ ًیش ّست. درًتیدِ،  را در ًظز ثگیزین، ؼجك فزض 

 f x f x( ) ( )3 5 3 

xثز x3 5 xی  ّبی هؼبدلِ پذیز است. یؼٌی توبم ریطِ ثخص 3 x3 5 3 ی  ّبی هؼبدلِ ریطِ 0

f x f x( ) ( )3 5 3 fًیش خَاّذ ثَد. پس 0 ( fی اخیز است یؼٌی  ی هؼبدلِ ًیش ریطِ( f f f( ( )) ( ( ))3 5 3 0 .

fدرًتیدِ  f( ( xی  ی هؼبدلِ ریطِ  (( x3 5 3  خَاّذ ثَد. 0

 

 ٍسفیذ  درهیبى سیبُ ّبی هستؽیل را یه پَضبًذُ ضذُ ثبضذ. خبًِ 5تب  1ّبی  ِ هستؽیل هَردًظز ثب ضىلن وـیـٌـو یـزض هـف        -6

 وٌین. هی

 
ٍسفیذ  ّبی سیبُ دارای رًگ 5ٍ  4، 1ّبی  خَاّذ ثَد. ضىل 1ّب ثب سفیذّب ثزاثز  ّب فزد است پس تفبظل سیبُ تؼذاد هزثغاسآًدبوِ 

، یب پٌح سیبُ ٍ دٍ سفیذ دارین یب 3، یب چْبر سفیذ ٍ یه سیبُ دارین یب ثزػىس، در هَرد ضىل 2هسبٍی ّستٌذ. در هَرد ضىل 

 ثزػىس. حبل فزض وٌین وِ

  ی سیبُ   خبًِ ی سفیذ ٍ یه ثب چْبرخبًِ 2تؼذاد ضىل 

  ی سفیذ   خبًِ ی سیبُ ٍ یه ثب چْبرخبًِ 2تؼذاد ضىل 

  ی سیبُ   ی سفیذ ٍ دٍخبًِ خبًِ ثب پٌح 3تؼذاد ضىل 

  ی سفیذ   ی سیبُ ٍ دٍخبًِ خبًِ ثب پٌح 3تؼذاد ضىل 

 ثب تَخِ ثِ ایٌىِ 

 ُّبی سیب تؼذاد هزثغ ّبی سفیذ  تؼذاد هزثغ 

 ضًَذ، ثبیذ داضتِ ثبضین  در ؼزف دٍم حذف هی 5ٍ  4، 1ّبی  ٍ ایٌىِ ضىل

x x x x x x x x( ( ) ( ) ( )2 1 3 4 1 2 3 41 4 2 5 4 5 2   

x x x x1 2 3 43 3 3 3   

 این. پذیز است، ثِ تٌبلط رسیذُ ثخص 3ثب تَخِ ثِ ایٌىِ ؼزف دٍم ثز 

x1
x2
x3
x4

1


